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Abstract: For  the assessment of existing slopes,  the precise determination of slope 10 

stability  is challenging,  in part due to the spatial variability that exists  in soils. Such 11 

uncertainties are often reflected  in the adoption of higher  levels of conservatism  in 12 

design.  Reliability‐based  design,  which  can  take  account  of  uncertainties  and 13 

specifically  the  variability  of  soil  parameters,  can  better  reflect  the  probability  of 14 

slope  stability  compared  to  the  traditional  single  factor of  safety.  It has  also been 15 

shown  that  field measurements  can be utilised  to  constrain probabilistic  analyses, 16 

thereby  reducing  uncertainties  and,  in  turn,  generally  reducing  the  calculated 17 

probabilities  of  failure.  Previously,  research  has  utilised  measurements  of 18 

stress/strain (e.g. displacement), to improve estimations of strength parameters and 19 

therefore  slope  stability;  and  used  pore  pressure  measurements  to  improve 20 

estimations of permeability. This paper presents a method  to utilise pore pressure 21 

measurements,  which  are  more  easily  and  cheaply  obtained  than  stress/strain 22 



 

2 

measurements, to  first reduce the spatial uncertainty of hydraulic conductivity. The 23 

spatial distribution of the hydraulic conductivity has been estimated by using inverse 24 

analysis  linked  to  the  Ensemble  Kalman  Filter.  Subsequently,  the  hydraulic 25 

conductivity  has  been  utilised  to  constrain  the  uncertainty  in  the  strength 26 

parameters using the cross‐correlation of parameters. The method has been tested 27 

on the hypothetical example of an embankment under steady state flow conditions. 28 

It has been demonstrated that the uncertainty in the slope stability can be reduced, 29 

and that this usually leads to an increase in the calculated slope reliability. 30 

Key  words:  Ensemble  Kalman  filter,  reliability,  slope  stability,  spatial  variability, 31 

uncertainty reduction   32 

 33 

1. Introduction 34 

Conventional methods for the determination of slope stability are deterministic, with 35 

soil properties  characterised  as  constants  for  a  given  soil  layer  and  each  specified 36 

layer  assumed  to  be  homogeneous.  The  results  tend  to  be  expressed  as  a  single 37 

number; that  is, by a factor of safety (FOS) (Fredlund and Krahn, 1977; Griffiths and 38 

Lane,  1999). However,  natural  soils  are  highly  variable  and  heterogeneous  (Phoon 39 

and Kulhawy, 1999). The limitations of deterministic methods, which do not explicitly 40 

account  for  variability  and  uncertainty  related  to  soil  parameters,  have  been 41 

highlighted, e.g. by Vanmarcke  (1977), Gui et al.  (2000) and Cho  (2007), and  it has 42 

been shown that they can over or under predict the true FOS. 43 

Reliability based methods  for  geotechnical  applications have been developing 44 
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since  the  1970s;  from  simpler methods  such  as  the  First  Order  Second Moment 45 

(FOSM) method, First Order Reliability Method (FORM) (Hasofer and Lind, 1974) and 46 

Point Estimate Method (PEM) (Rosenblueth, 1975), to more complex methods such 47 

as the Random Finite Element Method (RFEM) (Griffiths and Fenton, 1993). In RFEM, 48 

random  fields  of  spatially  varying  soil  properties  are  linked  with  finite  elements 49 

within  a  Monte  Carlo  simulation.    Such  analyses  require  a  knowledge  of  the 50 

distributions of the soil parameter values, including the scale of fluctuation, which is 51 

the distance over which variables are significantly correlated (Fenton and Vanmarcke, 52 

1990). These data can be derived from field tests (e.g. Cone Penetration Tests (CPTs) 53 

and  piezometers),  laboratory  tests  and  previous  experience.  However,  the  overall 54 

distribution of soil parameters  is a general description of soil parameter variability, 55 

whereas, if the local variability was captured better, the overall uncertainty could be 56 

reduced (Lloret‐Cabot et al., 2012).   57 

In geotechnical engineering, many projects are equipped with tools to monitor 58 

the project performance, for example through measurements of displacement, strain, 59 

pore pressure and so on. These measurements cannot be directly  incorporated  into 60 

conditional  random  fields  to  reduce  the  uncertainty  of  soil  parameters,  as  they 61 

measure system responses and not soil properties. However, a general way to make 62 

use of these measurements  is  inverse analysis, which can be used to back‐calculate 63 

the soil parameters  (e.g. Cividini et al., 1983; Gens et al., 1996; Honjo et al., 1994; 64 

Ledesma et al., 1996a).   65 

Honjo  et  al.  (1994)  indicated  that  inverse  analysis methods  can  generally  be 66 
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categorized  into  two  types:  direct methods  and  indirect methods. Direct methods 67 

need to build a unique explicit relationship between parameters and measurements, 68 

so  that  the  relationship  can be  inverted. However, due  to  the  complexity of most 69 

engineering problems,  it  is virtually  impossible to build such a relationship.  Indirect 70 

methods are iterative procedures and make use of the forward relationship between 71 

parameters and measurements.   72 

A  number  of  indirect methods  exist.  These  include  the maximum  likelihood 73 

method, which considers  the measurements as  random quantities and estimates a 74 

set  of  parameters  which  are  statistically  the  most  likely,  i.e.  to  maximise  the 75 

probability of achieving the measured data; and Bayesian methods, which consider 76 

the parameters to be random and the distribution of parameters which are able to 77 

produce the measured data are estimated. The Kalman filter is a scheme which uses 78 

ongoing measurements  to  better  estimate  parametric  inputs.  In  the  case  of  the 79 

ensemble  Kalman  filter,  an  ensemble  of  potential  parameters  is  used, making  it  a 80 

variant of the Bayesian approach (Ledesma et al., 1996b).   81 

Ledesma  et  al.  (1996b)  and  Gens  et  al.  (1996)  implemented  the  maximum 82 

likelihood  method  in  a  synthetic  problem  of  tunnel  excavation.  The  authors 83 

combined this method with the finite element method to back‐calculate the Young's 84 

modulus.  Wang  et  al.  (2013;  2014)  utilised  the  maximum  likelihood  method  in 85 

analysing a slope failure and an excavation, respectively, to improve the estimation of 86 

soil  parameters  based  on  field measurements  such  as  slip  surface  inclination  and 87 

ground settlement. The application of the maximum likelihood method was found to 88 



 

5 

better  explain  the  slope  failure  mechanism  and  also  the  prediction  of  wall  and 89 

ground responses in the staged excavation. 90 

Lee  and  Kim  (1999)  used  the  extended  Bayesian  method  in  tunnelling 91 

engineering and tried to back‐calculate four parameters, i.e. the elastic modulus, the 92 

initial horizontal stress coefficient at rest, the cohesion and the internal friction angle. 93 

Zhou et al. (2007) proposed a modified extended Bayesian method in the estimation 94 

of  the Young's modulus  for a  three‐layered embankment. Papaioannou and Straub 95 

(2012) utilised Bayesian updating  to  improve  the estimation of  the  reliability of an 96 

excavation, with a sheet pile retaining wall, in sand, based on non‐linear deformation 97 

measurements. Zhang et al.  (2013) applied  the Bayesian method  to back‐calculate 98 

hydraulic  parameters  by  utilising  measurements  of  pore  water  pressure  and 99 

investigated the effect of uncertainties in the hydraulic parameters on the prediction 100 

of  slope  stability,  but  without  considering  the  spatial  variability  of  hydraulic 101 

parameters. Zhang et al. (2014) further investigated the effect of measurement data 102 

duration and frequency in the Bayesian updating of hydraulic parameters.   103 

Kalman  (1960)  developed  the  Kalman  Filter  (KF), which was  initially  used  to 104 

estimate  a  set of  variables  and uncertainties and, based on  a  set of observations, 105 

improve  the  estimation.  Later  a  number  of  variants were  developed,  such  as  the 106 

Extended  Kalman  Filter  (EKF)  and  the  Ensemble  Kalman  Filter  (EnKF).  The  EnKF 107 

requires  no  linearisation when  updating  state  variables which  are  governed  by  a 108 

non‐linear relationship,  in contrast to the EKF. Hommels et al. (2005) and Hommels 109 

and Molenkamp (2006) utilised the EnKF and observations of settlements to improve 110 
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the  estimation  of  Young’s modulus.  Yang  et.  al.  (2011) made  use  of  the  EKF  and 111 

observations of displacement  in  a  tunnel  to back‐analyse  the natural  stress  in  the 112 

rock mass.     113 

The majority  of  the  inverse  analysis methods  given  above  only made  use  of 114 

direct measurements which were directly related to the undetermined parameters. 115 

For example, the measurements used in Chen and Zhang (2006) were pressure head, 116 

so  the  corresponding uncertain parameter was hydraulic  conductivity.  In Hommels 117 

and  Molenkamp  (2006),  the  parameter  and  measurement  were  stiffness  and 118 

settlement, respectively. This limits the choice of information which could contribute 119 

to  the  determination  of  parameters,  although,  as  the  underlying  differences  in 120 

material behaviour come from, in general, differences in composition, stress state or 121 

stress  history,  it  is  likely  that  material  parameters  are  correlated  (Nguyen  and 122 

Chowdhury 1985; Ching and Phoon 2013). Fenton and Griffiths (2003) and Cho and 123 

Park (2010) studied the influence of cross‐correlation between cohesion and friction 124 

angle on the bearing capacity of a strip foundation. Griffiths et al. (2009) investigated 125 

the influence of cross‐correlation between Mohr–Coulomb strength parameters (i.e. 126 

cohesion and  friction angle)  in probabilistic analyses of  slope  stability. Zhang et al. 127 

(2005)  considered  the  cross‐correlation  between  different  unsaturated  hydraulic 128 

parameters  in  seepage  analysis,  and  Arnold  and  Hicks  (2011)  considered  the 129 

cross‐correlation  of  hydraulic  and  strength  parameters  in  stochastic  analyses  of 130 

rainfall‐induced slope failure. 131 

In this paper, the authors present a theoretical study of the uncertainty  in the 132 
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factor of  safety  (with  respect  to  the  stability) of embankment  slopes under  steady 133 

state seepage conditions. The work takes advantage of the fact that instrumentation 134 

is  often  available  in  geotechnical  projects,  but  also  that,  in  soils,  pore  pressure 135 

measurements  are  cheaper,  easier  to  install  and more  reliable  than  stress/strain 136 

measurements.  In  addition,  it  takes  account  of  the  cross‐correlation  between 137 

material properties; specifically, it proposes that the hydraulic conductivity, cohesion 138 

and friction angle are cross‐correlated. Therefore, the pore pressure measurements 139 

can  be  used  to  reduce  the  uncertainty  in  the  slope  stability,  via more  accurate 140 

effective  stress and  shear  strength estimations. The proposed method  first utilises 141 

the EnKF inverse analysis method to better determine the hydraulic conductivity field; 142 

then the cohesion and friction angle are cross‐correlated with hydraulic conductivity 143 

so that the estimation of slope stability can be improved.   144 

The  purpose  of  this  paper  is  to  present,  demonstrate  and  evaluate  the 145 

robustness of  the new method within a  controlled  (albeit  simplified) environment. 146 

This  has  been  facilitated  by  the  use  of  synthetic  (i.e.  numerically  generated) 147 

“measurements”, so  that  full knowledge of  the solution  is available and  the results 148 

can be properly tested. First the method is presented, and this is followed by a series 149 

of analyses to examine the effects of the various parameters on the overall calculated 150 

uncertainty.  These  results will  be  used  to  guide  future  studies  involving  real  field 151 

situations. 152 

2. Framework and theoretical formulation 153 

2.1 Framework of the overall analysis 154 
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The framework of the proposed numerical approach  is shown  in Figure 1. The flow 155 

chart shows that it can be split into two parts: inverse and forward analyses. Inverse 156 

analysis  is possible where  there are measurements available,  i.e. pore pressures  in 157 

this  paper.  Synthetic  data  have  here  been  used  to  provide  a  fully  known  solution 158 

against which the method can be tested, and are sampled to provide a proxy for real 159 

measurements. In the remainder of the paper these sampled data are referred to as 160 

“synthetic measurements”.   161 

The analysis starts with an estimation of the hydraulic conductivity  in the field, 162 

which  is  the  distribution  of  hydraulic  conductivity  characterised  by  its  mean, 163 

standard deviation and scales of fluctuation. Based on this statistical characterisation 164 

of the hydraulic conductivity an RFEM analysis can be undertaken, whereby multiple 165 

realisations of the hydraulic conductivity field are generated and analysed to give a 166 

distribution  of  computed  pore  water  pressure  fields.  Then,  via  the  EnKF,  the 167 

ensemble of realisations are compared  to  the synthetic measurements, so  that  the 168 

estimation of the hydraulic conductivity field can be updated/improved.   169 

The forward analysis benefits from the output of the preceding inverse analysis. 170 

The updated hydraulic conductivity field improves the computed pore pressure field, 171 

which  in  turn  affects  the  effective  stress  field.  In  addition,  by  using  the 172 

cross‐correlation between  the hydraulic  conductivity  and  strength parameters,  the 173 

strength parameters can also be updated. Another RFEM analysis is then carried out, 174 

this  time  to  obtain  a  probabilistic  description  of  the  slope  stability. However,  the 175 

EnKF method  cannot  be  used  to  update  the  slope  stability,  as  the  shear  strength 176 
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cannot  be  easily/directly measured  in  a  non‐destructive  way.  The  improvements 177 

achieved  during  the  inverse  and  forward  analysis  stages,  i.e. with  respect  to  pore 178 

water pressure and strength parameters, cause a reduction in the uncertainty in the 179 

calculated factor of safety of the slope. 180 

In  order  to  facilitate  the  understanding  and  evaluation  of  the model,  in  the 181 

analyses in Section 4 the following simplifications were adopted: (i) a one‐directional 182 

coupled  analysis;  (ii)  no  flow  in  the  unsaturated  zone;  (iii)  linear  elastic,  perfectly 183 

plastic constitutive behaviour, with a Mohr–Coulomb failure surface; and (iv) steady 184 

state seepage. 185 

2.2 Slope stability under seepage conditions 186 

In this paper, a one‐way coupled slope stability analysis has been undertaken. First, 187 

the pore pressure distribution due to steady state seepage has been analysed; next, 188 

the  influence of  the pore pressure distribution has been  incorporated  in  the  slope 189 

stability analysis. 190 

2.2.1 Steady state seepage 191 

The governing mass  conservation equation  for  steady  state  saturated groundwater 192 

flow  in  2D  is  utilised, with  the  deformation  of  the  domain  and  compressibility  of 193 

water being neglected. Therefore, the governing equation is (Smith et al., 2013), 194 

డ

డ௫
ቀ݇௫

డ௛

డ௫
ቁ ൅ డ

డ௬
ቀ݇௬

డ௛

డ௬
ቁ ൌ 0                                                (1) 195 

where  ݄ ൌ ݖ ൅  ௪ߛ/݌ is  the  hydraulic  head,  in which   ݖ is  the  elevation,   ݌ is  the 196 

pore pressure and   ௪ߛ is the unit weight of water, and  ݇௫  and  ݇௬  are the hydraulic 197 

conductivity  in  the  x  and  y  directions,  respectively.  The  equation  is  spatially 198 
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discretized  using  the  Finite  Element  Method  (FEM)  with  the  Galerkin  weighted 199 

residual  method.  A  no‐flow  condition  in  the  unsaturated  zone  is  assumed  for 200 

simplicity  and  an  iterative  procedure  (Chapuis  and Aubertin,  2001;  Chapuis  et  al., 201 

2001) has been adopted  to determine  the phreatic  surface and exit points on  the 202 

downstream surface of the embankment. For more details of this algorithm see Liu 203 

et al. (2015). 204 

2.2.2 Slope stability 205 

The slope stability analysis uses the results of the previous seepage analysis to define 206 

the pore water pressure, in order to generate the effective stress field. The effective 207 

stress vector  ોᇱ ൌ ሾߪ௫ᇱ ௬ᇱߪ ߬௫௬  ௭ᇱሿ୘ߪ can be expressed as 208 

ોᇱ ൌ ો െ  ܕ݌                                                     (2) 209 

where is  total  stress  vector  generated  by  the  gravitational  load,  ܕ ൌ ሾ1,1,0,1ሿ୘ 210 

for 2D plane strain analysis and   ݌ is the pore water pressure.   211 

The  slope  stability  analysis  considers  an  elastic,  perfectly  plastic  soil with  the 212 

Mohr–Coulomb failure criterion (e.g. Smith et al., 2013) and the factor of safety (FOS) 213 

of  the  slope  is computed using  the  strength  reduction method  (Griffiths and Lane, 214 

1999), i.e.   215 

௙ܿ
ᇱ ൌ ܿᇱ/ܱܵܨ                                                            (3)       216 

߮௙
ᇱ ൌ arctan	ሺ௧௔௡ఝ

ᇲ

ிைௌ
ሻ                                                  (4) 217 

where  ܿᇱ  and  ߮ᇱ  are the effective cohesion and friction angle, and  ௙ܿ
ᇱ   and  ߮௙

ᇱ   are 218 

the respective factored shear strength parameters corresponding to slope failure.   219 

2.3 Stochastic FE analysis 220 
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Due to the spatial variability of the soil parameters, FEM  is combined with random 221 

field  theory  within  a  stochastic  (Monte  Carlo)  process.  This  involves  multiple 222 

simulations (i.e. realisations) of the same problem, a procedure often referred to as 223 

the  Random  Finite  Element Method  (RFEM)  (Griffiths  and  Fenton,  1993).  In  each 224 

realisation of an RFEM analysis, a random  field of material properties  is generated, 225 

based on the point and spatial statistics of the material properties. RFEM has proved 226 

to  be  an  efficient  approach  for  conducting  stochastic  slope  stability  analyses  (e.g. 227 

Hicks and Samy 2002, 2004). 228 

2.3.1 Random field generation for single variable 229 

The Local Average Subdivision (LAS) method (Fenton and Vanmarcke, 1990) has been 230 

applied to generate the random fields. This method generates standard normal fields, 231 

in which the spatial variation of property values  is related to a correlation  function 232 

incorporating the scale of fluctuation. The standard normal field is then transformed 233 

to  the  appropriate  distribution  based  on  the mean  and  standard  deviation  of  the 234 

variable being modelled, and also post‐processed  to account  for different scales of 235 

fluctuation in different directions (Hicks and Samy, 2004).   236 

For the application  in this paper, as the distribution of hydraulic conductivity  is 237 

usually considered to be log‐normal (Griffiths and Fenton 1993; Zhu et al. 2013), the 238 

natural  log of hydraulic conductivity,  ln(k),  follows a normal distribution. Hence the 239 

standard  normal  random  field  is  transformed  into  a  normal  field  of  ln(k).  An 240 

exponential  Markov  correlation  function  has  been  used  to  build  the  covariance 241 

function  relating  the  spatial  correlation  between  the  variable  values  at  different 242 
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locations, i.e.   243 

ሺ߬ሻߩ ൌ exp	ሺെ ଶ

ఏౢ౤ೖ
߬ሻ                                              (7) 244 

where   is  the  lag distance between  two points  in a  random  field, and   ୪୬௞ߠ is  the 245 

scale  of  fluctuation  of  ln(k).  Fenton  and  Griffiths  (2008)  indicated  that  ୪୬௞ߠ ൎ  ௞ 246ߠ

(where   ௞ߠ is the scale of fluctuation of k), and this relationship has been adopted in 247 

this paper.   248 

2.3.2 Random field generation for multiple variables 249 

In  this  paper,  three  variables  are  spatially  random,  i.e.  hydraulic  conductivity, 250 

cohesion and friction angle. The paper makes use of the inter‐dependence between 251 

these parameters (Nguyen and Chowhury, 1985) to cross‐correlate the random fields. 252 

Cross‐correlated  parameters  are  first  transformed  into  standard  normal  space  and 253 

the dependence between the parameters is defined via a correlation matrix (Fenton 254 

and Griffiths, 2003), 255 

ૉ ൌ ቎

1 ୪୬௞,௖ߩ ୪୬௞,ఝߩ
୪୬௞,௖ߩ 1 ௖,ఝߩ
୪୬௞,ఝߩ ௖,ఝߩ 1

቏                                            (8) 256 

where  ߩ   represents  the  correlation  (in  standard  normal  space)  between  the 257 

parameters  identified by the first and second subscripts. The matrix  is decomposed 258 

by Cholesky decomposition, i.e. =LLT, and used to generate correlated random field 259 

values from initially uncorrelated random field values, via: 260 

۵ௗ௘௣௘௡ௗ ൌ  ௜௡ௗ௘௣௘௡ௗ܏ۺ                                                       (9) 261 

቎
୪୬௞ܩ
௖ܩ
ఝܩ

቏

ௗ௘௣௘௡ௗ

ൌ ۺ ൥
୪݃୬௞
݃௖
݃ఝ

൩
௜௡ௗ௘௣௘௡ௗ

                                      (10) 262 

where  ۵ௗ௘௣௘௡ௗ   is  a  vector  of  correlated  values  and  ௜௡ௗ௘௣௘௡ௗ܏   is  a  vector  of 263 
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uncorrelated values. 264 

2.4 Inverse analysis via the Ensemble Kalman Filter 265 

Evensen  (1994) proposed  the EnKF based on  the  traditional Kalman Filter  (Kalman, 266 

1960),  to  reduce parameter uncertainty based upon measured data.  In  this paper, 267 

the EnKF is linked to the random field approach to better capture the local variability 268 

of hydraulic conductivity.  In the approach of Evensen (1994) the measurements are 269 

time dependent, but here the measured data are fixed  in time and hence the EnKF 270 

has been used independent of time.   271 

In  this  paper,  the  EnKF  follows  an  iterative  process,  in  which  each  iteration 272 

contains two steps: forecast and update. For applying the EnKF to stochastic seepage, 273 

a state vector has to be constructed to incorporate both the unknown local hydraulic 274 

conductivities and measurements of hydraulic head. This is expressed as 275 

௜ܠ ൌ ൫ܐܓ൯ ൌ ቀሺ୪୬	ሺ௞భሻ	୪୬	ሺ௞మሻ		…		୪୬	ሺ௞೙ሻሻ
౐

ሺ௛భ	௛మ	…		௛೘ሻ౐
ቁ                                  (11) 276 

where  subscript  i  represents an ensemble, k  is  the vector of  logarithmic hydraulic 277 

conductivity, ln(k), as the EnKF can only be applied to normally distributed variables 278 

(Chen  and  Zhang,  2006);  h  is  the  vector  of  hydraulic  heads  computed  at  the 279 

measurement  locations;  and  n  and  m  are  the  number  of  unknown  hydraulic 280 

conductivity values and hydraulic head measurements, respectively. In this case, the 281 

number of unknown hydraulic conductivity values  is equal  to  the number of Gauss 282 

points in the foundation of the FE mesh. In the EnKF, an ensemble of N state vectors 283 

is  used  to  simulate  the  initial  estimation  of  the  hydraulic  conductivity  field,  i.e. 284 

ܠ ൌ ሺܠଵ, ⋯,ଶܠ ,  ேሻ. 285ܠ
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In  the  forecasting  step  of  each  iteration,  the  ensemble  of  state  vectors  is 286 

forecasted to the second (i.e. update) step by the model describing the problem, i.e. 287 

௧ܠ ൌ Fሺܠ௧ିଵሻ, where t is the iteration number in the EnKF. In this case, the seepage 288 

model is utilised to compute the hydraulic heads for all realisations of the ensemble, 289 

based  on  the  updated  hydraulic  conductivity  fields  from  the  end  of  the  previous 290 

iteration. 291 

After  the  forecasting step,  the computed hydraulic heads at  the measurement 292 

locations  in  the  forecasted  ensemble  of  state  vectors  are  compared  with  the 293 

collected “real” hydraulic head measurements. The ensemble of state vectors is then 294 

updated (with respect to hydraulic conductivity) by 295 

࢚ܠ
ܝ ൌ ܎࢚ܠ ൅ ۹۵ሺ۲ െ  ሻ܎࢚ܠ۶                                           (12) 296 

  ۲ ൌ ሺܐଵ, ⋯,ଶܐ ,  ேሻܐ                                                   (13) 297 

௜ܐ ൌ ∗ܐ ൅ ઽ௜                                                                (14) 298 

where  ࢚ܠ
ܝ   is  the  matrix  containing  the  ensemble  of  updated  state  vectors,  of 299 

dimensions  (m+n)×N, and   ܎࢚ܠ is the corresponding matrix of state vectors resulting 300 

from the forecasting step;  ۲  is the matrix of measurement data perturbed by noise, 301 

of dimensions m×N;   ୧ܐ is a vector of perturbed measurements;   ∗ܐ is the vector of 302 

real measurements;  and  ઽ௜  is  a  vector  of measurement  errors  added  to  the  real 303 

measurements  in  order  to  create  perturbed measurements.  Each  element  in  the 304 

error vector  ઽ௜  is  randomly  selected  from a normal distribution with a  zero mean 305 

and a variance defined by the input measurement error. Here, R is a matrix based on 306 

ઽ௜, i.e. 307 
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܀ ൌ ܂܍܍

ேିଵ
                                                          (15) 308 

              ܍ ൌ ሺઽଵ, ઽଶ, … ઽேሻ                                                  (16) 309 

Also, with reference to equation (12), H is the measurement operator which relates 310 

the state vector to the measurement points; it is in the form of H=[0∣I], where 0 is 311 

an m×n null matrix and I  is an m×m  identity matrix.  ۹۵  is the Kalman gain derived 312 

from  the minimization  of  the  posterior  error  covariance  of  the  ensemble  of  state 313 

vectors, i.e. 314 

۹۵ ൌ ۶୘܎࢚۾۶୘ሺ۶܎࢚۾ ൅  ሻିଵ܀                                 (17) 315 

܎࢚۾ ൌ
ଵ

ேିଵ
ሺ܎࢚ܠ െ ܎࢚ܠሻሺ܎࢚തܠ െ  ሻ୘܎࢚തܠ                               (18) 316 

where   ܎࢚۾ is the error covariance matrix of the ensemble of forecasted state vectors, 317 

and   ܎࢚തܠ is the ensemble mean of   .i.e ,܎࢚ܠ ܎࢚തܠ ൌ  ૚ே, where܎࢚ܠ ૚ே  is a matrix in which 318 

each element is equal to 1/N.   319 

At the end of the iteration process, the ensemble mean is considered to be the 320 

best estimate of  the hydraulic conductivity  field, and  the pore pressures generated 321 

using this result are passed to the slope stability analysis in Section 2.2.2 and utilised 322 

to generate correlated strength parameters  in Section 2.3.2. The  implementation of 323 

this  aspect  is  undertaken  utilising  the  subroutine  found  in  Section  5  of  Evensen 324 

(2003). 325 

3. Model performance 326 

In  this  section,  an  illustrative  example  is  presented,  to  show  how  the  proposed 327 

approach  can affect  the uncertainty  in  the  calculated  slope  stability via  the use of 328 

only hydraulic measurement data. 329 
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Figure 2  shows  the  geometry of  an embankment overlying  a  foundation.  The 330 

embankment is 4 m high, with upstream and downstream side slopes of 1:2. It is 4 m 331 

wide at the crown and 20 m wide at its base. The upstream water level is 4 m above 332 

the base of  the embankment  and  the downstream water  level  is  at 0 m.  The  soil 333 

foundation is 40 m wide and 5 m deep, and the lateral and bottom boundaries of the 334 

foundation are assumed to be impermeable. 335 

3.1 Application of EnKF in stochastic seepage 336 

3.1.1 Results 337 

As  previously  stated,  the  results  of  an  arbitrary  realisation  have  been  selected  to 338 

represent  the  actual  spatial  variability  of  hydraulic  conductivity  at  the  site, which 339 

means that the hydraulic conductivity is known at all points, i.e. in contrast to a real 340 

situation where it would not be known everywhere. In the analysis, the embankment 341 

is assumed to be homogeneous, whereas the foundation is heterogeneous. This is for 342 

simplicity,  to  enable  better  understanding  of  the  performance  of  the  model. 343 

Moreover, the hydraulic conductivity is assumed to be isotropic, i.e. the same in the 344 

vertical and horizontal directions, again for simplicity.    The FE mesh size is 1.0 m by 345 

1.0 m, as shown in Figure 5(e), and the elements are 4‐noded bi‐linear elements with 346 

four Gaussian integration points. The cell size in the random field is 0.5 m by 0.5 m, 347 

which means  that each of  the  four  integration points  are  assigned  a different  cell 348 

value from the random field. Hence 800 hydraulic conductivity values are generated 349 

in the foundation layer for the inverse analysis. 350 

Initially  500  realisations  were  generated  for  the  ensemble.  The  mean  and 351 
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standard  deviation  (log‐normal  distribution)  of  the  hydraulic  conductivity  for  the 352 

random field generation were both selected to be 10‐6 m/s. The scale of fluctuation 353 

was selected to be anisotropic (Lloret‐Cabot et al., 2014) and within realistic bounds, 354 

with the vertical and horizontal scales of fluctuation for the foundation being 1.0 m 355 

and 8.0 m, respectively (Hicks and Onisiphorou, 2005; Firouzianbandpey et al., 2014; 356 

Cho and Park, 2010; Suchomel and Mašín, 2010).  It  is anticipated  that  these  initial 357 

values  can  be  estimated  from  laboratory  tests,  or  soil  databases, where  sufficient 358 

similar material  is  available.  Such  tests  have  previously  been  utilised  to  generate 359 

input  statistics  for  RFEM  analyses  or  parameter  variations  in  parametric  FEM 360 

analyses.  Moreover,  the  initial  estimated  scale  of  fluctuation  and  degree  of 361 

anisotropy of the heterogeneity could be estimated from CPT data (e.g. Lloret‐Cabot 362 

et al., 2014). 363 

The realisation selected to provide the measured data  is shown  in Figure 3(a), 364 

with the discrete nature of the hydraulic conductivity values  in the figure being due 365 

to single values being assigned to each Gauss point. Figure 3(b) shows that the initial 366 

estimate, based on the mean of 500 realisations, approximates to the input mean of 367 

k  =  10‐6 m/s.  Figures  4(a)  and  4(b)  show  the  error  in  the  hydraulic  head  values, 368 

generated  by  the  initial  estimation  of  the  hydraulic  conductivity  and  the  updated 369 

hydraulic conductivity, respectively, i.e. 370 

ઽ௜௡௜௧௜௔௟ ൌ ௜௡௜௧௜௔௟ܐ െ  ௥௘௙௘௥௘௡௖௘ܐ                                 (19) 371 

ઽ௨௣ௗ௔௧௘ௗ ൌ ௨௣ௗ௔௧௘ௗܐ െ  ௥௘௙௘௥௘௡௖௘ܐ                             (20) 372 

where  ઽ௜௡௜௧௜௔௟  and  ઽ௨௣ௗ௔௧௘ௗ  are  the  initial  and  updated  errors  in  hydraulic  head, 373 
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respectively,  and  ௥௘௙௘௥௘௡௖௘ܐ ,  ௜௡௜௧௜௔௟ܐ   and  ௨௣ௗ௔௧௘ௗܐ   are  the  hydraulic  heads 374 

calculated from the reference hydraulic conductivity field, and the initial and updated 375 

estimations of the hydraulic conductivity field, respectively. Figures 4(c), (d) and (e) 376 

show the reference, initial and the updated pore water head distributions. It is seen 377 

that the geometry of the system controls the overall shape of the distribution, with 378 

only  relatively  minor  perturbations  due  to  the  heterogeneity.  However,  these 379 

perturbations  are  large  enough  (~0.3  m)  to  give  more  information  on  the  local 380 

hydraulic conductivity distribution. 381 

The number of synthetic measurements used in the analysis was first chosen to 382 

be 88, with the locations of the measuring points shown in Figure 5(a) as solid dots. 383 

Three  further patterns of measuring points were also used,  i.e. 44  (Figure 5(b)), 24 384 

(Figure  5(c))  and  12  (Figure  5(d))  points,  where  the  full  column  of  synthetic 385 

measurements  is used  in each measurement  configuration. The element and  local 386 

Gauss  point  numbering  are  given  in  Figure  5(e).  All  monitoring  points  for  the 387 

synthetic measurements have been located in the foundation, for two reasons: (i) for 388 

long term field measurements, ensuring that the points are saturated  increases the 389 

reliability of the sensors; and (ii) the foundation of an embankment is more likely to 390 

be highly heterogeneous. 391 

Each  element  in  ઽ௜   (equation  (14))  has  been  selected  from  a  normal 392 

distribution, with a zero mean and a variance chosen to be 10‐6 m2, for the hydraulic 393 

head measurement.  The  variance  is  related  to  the  precision  of  the measurement 394 

tools. A variance of 10‐6 m2 means that the accuracy of the synthetic measurements 395 
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of hydraulic head are required to be ±0.003 m (i.e. 3σ). 396 

In this  illustrative example, the authors use 50  iteration steps of the EnKF. The 397 

updated  estimated  hydraulic  conductivity  field  (the  average  of  the  final  updated 398 

values  of  the  500  ensemble members),  arising  from  the  EnKF  results,  is  shown  in 399 

Figure 3(c) and displays a clear  local variability. The hydraulic head errors  resulting 400 

from  this  updated  field  are  small,  as  shown  in  Figure  4(b).  Figure  6  shows  the 401 

comparison  between  the  800  reference  values  of  the  local  hydraulic  conductivity 402 

field, the  initial estimation of the  local hydraulic conductivity  field and the updated 403 

estimate  of  the  local  hydraulic  conductivity  field,  based  on  averaging  the  500 404 

ensemble members.  Figures  6(a),  (b)  and  (c)  are  the  comparisons  at  the  ends  of 405 

iteration steps 1, 5 and 50, respectively, while the sequential numbering of the Gauss 406 

Points used  in Figures 6  (a)‐(c)  is shown  in terms of depth  in Figure 6 (d).  It can be 407 

seen  that  the estimation of  the  local hydraulic  conductivity  field  improved quickly. 408 

After 5 iterations, there is no significant change in the estimation. 409 

3.1.2 Sensitivity analysis of EnKF 410 

A sensitivity analysis has been undertaken to study the influence of various aspects. 411 

In  order  to  evaluate  the  final  results,  the  root mean  square  error  (RMSE)  of  the 412 

hydraulic head has been used. This is defined as 413 

RMSE ൌ ට
ଵ

ேೖ
∑ ሺ݄௜

௧ െ ݄௜
௘ሻଶேೖ

௜ୀଵ                                   (21) 414 

where Nk  is either the number of unknown hydraulic head values  in the foundation 415 

layer  (i.e.  the  total  number  of  nodes  in  the  foundation),  or  the  number  of 416 

measurement  points  (i.e.  m),  and  superscripts  t  and  e  represent  the  true  and 417 
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estimated values,  respectively. The  lower  the RMSE,  the better  the  result. For  this 418 

analysis  the  hydraulic  conductivity,  although  being  the  variable  updated,  has  not 419 

been  used  in  the  RMSE  calculation  due  to  the  steady  state  calculations  used. 420 

Specifically,  due  to  the  steady  state  nature  of  the  simulations,  the  results  of  the 421 

hydraulic  conductivity  are  not  unique;  only  the  relative  differences  between  the 422 

hydraulic conductivities at different points are. Hence, it is the hydraulic head values 423 

which have been used and optimised in the Kalman filter.     424 

3.1.2.1 Measurement error 425 

Figure 7 shows the RMSE resulting from different measurement error variances. The 426 

solid  lines represent the RMSE values when only the measurement points are taken 427 

into  account, whereas  the dotted  lines  include  all of  the unknown hydraulic head 428 

values  in  the  foundation  layer.  In  all  cases,  the  size  of  the  ensemble  was  500 429 

members. Considering the RMSE for only the measured points, the error is generally 430 

seen  to  reduce  with  each  iteration  step.  When  the  input  variance  of  the 431 

measurement error  is equal  to or  lower  than 10‐6 m2,  the RMSE  for  the measured 432 

points  reduces  to almost zero and has  therefore been used  in  the  further analyses 433 

presented in this paper. This clearly illustrates that the method is able to optimise the 434 

results based upon  the measured data. Considering  the RMSE  for all  the unknown 435 

hydraulic head values, in all cases the RMSE initially reduces before converging. Note 436 

that,  in this method, for each  iteration of the EnKF a different ensemble of random 437 

errors (ઽ୧  from equation (14)) was used. An alternative algorithm was also examined 438 

where  the  same  random  ensemble  was  used;  however,  with  this  algorithm,  the 439 
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results were found not to converge for  larger values of the measurement error. It  is 440 

seen  that,  where  the  measurement  errors  are  small,  the  majority  of  the 441 

improvement occurs within 10 iteration steps. For larger errors convergence is slower, 442 

although the improvement continues with more iteration steps for all cases. 443 

3.1.2.2 Ensemble size   444 

Another  important  aspect  of  the  EnKF  is  the  size  of  the  ensemble.  The  authors 445 

analysed several cases with different sizes to see the influence, although, in all cases, 446 

the input variance of the measurement error was 10‐6 m2. Figure 8 shows the RMSE 447 

for  different  ensemble  sizes;  once  again,  with  the  solid  lines  representing  RMSE 448 

values  based  on  only  the measured  points  and  the  dotted  lines  for  RMSE  values 449 

based  on  all  the  unknown  hydraulic  head  values  in  the  foundation  layer.  Figure  8 450 

shows that, when the size of the ensemble is too small (i.e. 200), the RMSE oscillates. 451 

It was found that, for the problem analysed, 500 ensemble members were sufficient, 452 

although for other problems this may not be the case.   453 

3.2 Prediction of seepage uncertainty   454 

Initially,  there  is  only  knowledge  about  the  global  distribution  of  hydraulic 455 

conductivity  in  the whole  foundation  and  there  is  no  information  about  the  local 456 

variability of  the hydraulic  conductivity. Before  the  inverse  analysis was  applied,  a 457 

stochastic seepage analysis was carried out to predict the seepage behaviour based 458 

on the global distribution of hydraulic conductivity.     459 

Figure 9 shows the comparison of results  from the stochastic seepage analysis 460 

before and after  inverse analysis.  It can be seen  from Figure 9(a)  that  the range of 461 
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inflows  is  reduced,  which  indicates  an  improvement  in  the  estimation  of  the 462 

hydraulic conductivity.  In Figure 9(b),  it  is seen  that  there  is a significant change  in 463 

the cumulative distribution function (CDF);  in particular, an  increase  in the gradient 464 

indicates a reduction  in the uncertainty. Note that, although the absolute values of 465 

the  inflow  are  not  important  in  this  case,  due  to  the  steady  state  nature  of  the 466 

analyses,  the  reduction  in  uncertainty  represents  a  much  improved  hydraulic 467 

conductivity field with respect to the local comparative variations. 468 

3.3 Slope stability with improved seepage behaviour estimation 469 

The  improved  prediction  of  pore  water  pressure  in  the  foundation  has  been 470 

imported  into  the  slope  stability  analysis.  The  slope  stability  has  been  computed 471 

based  on  the  unimproved  and  improved  pore  pressure  fields.  The  saturated  unit 472 

weight of both the embankment and foundation  is 20 kN/m3. The unsaturated unit 473 

weight of the embankment is 13 kN/m3. The Young's modulus and Poisson's ratio are 474 

105 kPa and 0.3, respectively. The strength parameters (cohesion and friction angle) 475 

of the foundation follow truncated normal distributions (i.e. with any negative values 476 

discarded), whereas constant strength parameters are used for the embankment and 477 

these are selected to be equal to the mean values assumed for the foundation. The 478 

mean cohesion and friction angle are 10 kPa and 30°, respectively. The coefficient of 479 

variation of cohesion  is 0.2 (Arnold and Hicks, 2011) and the coefficient of variation 480 

of  the  friction angle  is chosen  to be 0.15  (Phoon and Kulhawy, 1999). The scale of 481 

fluctuation is related to the deposition process (Firouzianbandpey et al., 2014), so it 482 

is assumed that the scale of fluctuation of the cohesion and friction angle are equal 483 
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to  each  other  and  also  identical  to  the  scale  of  fluctuation  of  the  hydraulic 484 

conductivity. However, note  that  this assumption  is not  implicit  to  the method and 485 

that the method  is also applicable to the case where different scales of  fluctuation 486 

exist for different parameters. The cross‐correlations are  included using the method 487 

defined in Section 2.3.2.   488 

The distribution of FOS from the slope stability analysis without improvement of 489 

the pore pressure prediction, and for uncorrelated strength parameters, is shown in 490 

Figure 10 in light grey and approximated by a normal distribution. The distribution of 491 

FOS  for  the slope with  the updated hydraulic conductivity  (based on  the measured 492 

data), for uncorrelated strength parameters, is shown hatched.   493 

The mean and standard deviation of  the FOS  in  the original case are 1.95 and 494 

0.12, whereas the mean and standard deviation of the FOS  in the updated case are 495 

2.02 and 0.11. Hence there is a modest reduction in the uncertainty and an increase 496 

in  the  computed  slope  reliability  when  considering  updated  pore  pressure 497 

simulations. Note that the increase in the mean FOS is due to the specific distribution 498 

of pore pressures within  the  foundation  layer and  the associated changes  in  shear 499 

strength; for another spatial distribution of pore pressure, it could be possible for the 500 

mean  FOS  to  decrease when  using  updated  pore  pressure  simulations.  The  slight 501 

reduction  in  the  standard  deviation  is  explained  by  a  reduction  in  the  possible 502 

effective  stress  variations  in  the  analysis,  due  to  the  constrained  hydraulic 503 

conductivity field. 504 

3.4  Slope  stability  by  using  improved  hydraulic  conductivity  estimation  and 505 
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strength parameters cross‐correlated with hydraulic conductivity 506 

In  this  section,  the  previous  improved  estimations  of  pore  pressure  are  again 507 

imported  into  the  slope  stability  analysis.  However,  due  to  the  cross‐correlation 508 

proposed between hydraulic conductivity and strength parameters, and between the 509 

shear strength components themselves, updated strength parameters have also been 510 

used in the slope stability analysis. 511 

This paper proposes that the hydraulic conductivity can be correlated with the 512 

shear strength properties of the soil. While  little experimental data have previously 513 

been  analysed  in  this manner, both properties have been  investigated  in  terms of 514 

porosity and particle size. The well‐known Kozeny–Carman equation (Carman, 1937) 515 

correlates  the  saturated hydraulic  conductivity with porosity  and particle  size,  and 516 

has been widely applied in research, such as in Le et al. (2015). The equation defines 517 

a relationship  in which the hydraulic conductivity  increases with  increasing porosity 518 

and  increasing particle size. Vallejo and Mawby (2000)  investigated the  influence of 519 

porosity and particle size on the shear strength of granular mixtures and found that 520 

the porosity of  the mixture has a  strong  influence on  the  shear  strength, with  the 521 

peak  shear  strength  generally  correlating  to  the minimum  porosity.  Bartetzko  and 522 

Kopf  (2007)  studied  the  undrained  shear  strength  and  porosity  versus  depth 523 

relationships of marine sediments. While a spread of  results was noted, most  field 524 

tests exhibited an  increase  in shear strength with depth and a decrease  in porosity, 525 

i.e. the porosity and shear strength were negatively correlated. Moreover, the effect 526 

of particle size was also studied; it was shown that the shear strength, in terms of the 527 
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coefficient of friction, increased with an increase in quartz content (and a decrease in 528 

clay content). Thevanayagam (1998) investigated the effects of particle size and void 529 

ratio on the undrained shear strength, finding that, in general, with a lower porosity 530 

the  shear  strength  increased.  The  mixture  of  particle  sizes  influenced  the  shear 531 

strength  in  a more  complex  way,  with  high  proportions  of  a  certain  constituent 532 

particle  size  dominating  the  behaviour,  alongside  a  dependence  on  density  and 533 

confining  pressure.  Therefore,  it  seems  reasonable  that  the  hydraulic  conductivity 534 

can be correlated  to  the  shear  strength of a  soil  in a certain  setting. However,  the 535 

correlation properties will depend on how the variation of a soil  in a certain  locale 536 

depends upon the particle size and/or porosity distributions. 537 

The correlation matrix that has been used, for illustrative purposes, is 538 

ߩ ൌ ቎
1 െ0.5 െ0.2

୪୬௞,௖ߩ 1 െ0.5
୪୬௞,ఝߩ ௖,ఝߩ 1

቏                                          (22) 539 

As outlined  above,  it  is proposed  that,  as  a  soil  gets denser,  the permeability will 540 

decrease  and  the  friction  angle  and  cohesion  will  increase  (e.g.  Carman,  1937; 541 

Bartetzko  and  Kopf,  2007;  Thevanayagam,  1998). Moreover,  a  lower  permeability 542 

may also be apparent  if there are more smaller, e.g. clay, particles, which may then 543 

result in a higher cohesion. Therefore, a negative cross‐correlation between hydraulic 544 

conductivity  and  both  the  friction  angle  and  cohesion  has  been  considered.  The 545 

effect of the cross‐correlation has been investigated in detail in Section 3.5.2. As for 546 

the cross‐correlation between cohesion and  friction angle, Arnold and Hicks  (2011) 547 

indicated  that normally  there  is a negative correlation between  these  two strength 548 

parameters.  Rackwitz  (2000)  suggested  that  the  correlation  coefficient  between 549 
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friction  angle  and  cohesion  is  negative  and  around  ‐0.5,  although  EI‐Ramly  et  al. 550 

(2006)  and  Suchomel  and Mašín  (2010)  found  that  the  cross‐correlation  between 551 

cohesion and tangent of friction angle is ‐0.06 and ‐0.0719, respectively, for the same 552 

marine  clay.  Therefore,  in  this  paper,  two  different  cases  were  analysed;  one 553 

considered the cross‐correlation between cohesion and friction angle, and the other 554 

did not.   555 

It can be seen,  in Figure 11,  that  there  is a  further  reduction  in slope stability 556 

uncertainty  when  the  cross‐correlations  between  the  hydraulic  and  strength 557 

parameters are accounted  for. The mean and standard deviation of FOS, which are 558 

based  on  the  updated  hydraulic  conductivity  and  cross‐correlated  strength 559 

parameters with hydraulic conductivity, are (a) 1.97 and 0.10 when the cohesion and 560 

friction angle are uncorrelated (ߩ௖,ఝ  = 0); and (b) 2.00 and 0.06 when the cohesion 561 

and friction angle are negatively correlated (ߩ௖,ఝ  = ‐0.5). Figure 11(c) summarises the 562 

results  in  the  form  of  cumulative  distribution  functions.  It  can  be  seen  that  the 563 

reliable  FOS,  e.g.  at  the  95%  confidence  level,  increases  from  1.76  for  the  initial 564 

distribution  of  hydraulic  conductivity,  to  1.82  for  the  updated  distribution  of 565 

hydraulic  conductivity,  and  to  1.90  when  the  shear  strength  properties  are 566 

cross‐correlated as shown in Figure 11(b).   567 

3.5 Sensitivity of the numerical approach 568 

This  section  focuses  on  the  sensitivity  of  the  numerical  approach with  respect  to 569 

both  the  number  of  synthetic measurements  and  the  degree  of  cross‐correlation 570 

between the hydraulic conductivity and strength parameters. 571 
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3.5.1 Number of measurement points 572 

In  the  previous  illustrative  example,  the  number  of measurement  points  is  88.  In 573 

order  to  investigate  the  influence  of  the  number  of  measurement  points,  three 574 

further configurations of measurement points have been considered;  these are  for 575 

12, 24 and 44 points, at the locations shown in Figure 5. 576 

It can be seen from Figure 12 that, when the number of measurement points is 577 

12, the RMSE of hydraulic head for the measured points  is higher than  in the other 578 

three  cases,  indicating more  error.  Figure  13  shows  the  standard  deviation  of  the 579 

inflow (the sums of the fluxes flowing into the model domain) against the number of 580 

measurement points. As the number of measurement points increases, the standard 581 

deviation of  the  calculated  inflow decreases.    However,  it  can be  seen  that, even 582 

when the number of measurement points  is small,  i.e. 12, there  is still a significant 583 

reduction in the standard deviation, illustrating that the hydraulic conductivity field is 584 

better captured.     585 

3.5.2  Influence  of  cross‐correlation  between  hydraulic  conductivity  and  strength 586 

parameters 587 

This  section  studies  the  sensitivity  of  the  FOS  distribution  to  different  correlation 588 

coefficients. Table 1 gives  the  scenarios which have been  studied.  Scenario 1  is  to 589 

keep   ୪୬௞,௖ߩ constant and change   ୪୬௞,ఝ. Scenario 2 is the opposite. Scenarios 1 and 590ߩ

2 do not take account of the cross‐correlation between cohesion and friction angle. 591 

In Scenario 3, the cohesion and friction angle are cross‐correlated. 592 

In the case which does not utilise inverse analysis, FOS = 1.95 and the standard 593 
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deviation of FOS  is 0.122. The FOS  for  the case which utilises  inverse analysis, but 594 

does not  take account of cross‐correlation between any of  the parameters,  is 2.02 595 

and the standard deviation of FOS is 0.108. Table 1 shows that there can be a further 596 

improvement in FOS and the standard deviation, irrespective of the cross‐correlation.   597 

It  can be  seen  in  Figure  14(a)  that,  in  Scenario  1, when  the  cross‐correlation 598 

 ௟௡௞,ఝߩ increases, FOS also  increases. The  increase  in FOS is related to the hydraulic 599 

conductivity  in  the  foundation.  In  Figure  3(a),  the  “real”  values  of  hydraulic 600 

conductivity near  the embankment  toe,  through which  the  slip  surface passes, are 601 

relatively  large  compared  to  those  in  other  areas  of  the  foundation.  After  using 602 

inverse  analysis,  the  improved  estimation  of  the  hydraulic  conductivity  also  gives 603 

higher  local  values  in  this  area.  Therefore,  when  ୪୬௞,௖ߩ   is  constant  and   ୪୬௞,ఝ 604ߩ

changes  from negative  to positive values,  it means  that  the  friction angle, which  is 605 

cross‐correlated with the improved estimation of k, increases near the embankment 606 

toe.  The  increase  of  friction  angle  results  in  an  increase  of  shear  strength which 607 

causes  the  higher  calculated  FOS.  Meanwhile,  Table  1  shows  that  the  standard 608 

deviation  also  increases with   .୪୬௞,ఝߩ The  shear  strength  is  the  combined  effect of 609 

cohesion  and  friction  angle,  so when   ୪୬௞,ఝߩ increases  and   ୪୬௞,௖ߩ is  negative  and 610 

constant,  the  range  of  shear  strength  becomes  wider  with  the  increase  of  the 611 

correlation  coefficient.  The  uncertainty  in  FOS  is  strongly  related  to  the  range  of 612 

shear strength; hence, the wider the range of shear strength, the larger the standard 613 

deviation of FOS. In Figure 14(b), the variations of the mean and standard deviation 614 

of FOS for Scenario 2 are similar to those for Scenario 1.   615 
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In  Figure  14(c),  when  the  cohesion  and  friction  angle  are  negatively 616 

cross‐correlated, the standard deviation of FOS can be further reduced compared to 617 

the case in which the cohesion and friction angle are uncorrelated.   618 

In  this  section,  it  has  been  shown  that  the  cross‐correlation  can  play  an 619 

important  role  in  the  final  distribution  of  FOS;  in  particular,  by  reducing  the 620 

uncertainty and thereby generally increasing the FOS corresponding to a confidence 621 

level of, for example, 95%. Further research on the values of the cross‐correlations, in 622 

general, is needed.   623 

4 Conclusions 624 

In this paper, a method to reduce the uncertainty in slope stability analyses via field 625 

observations, inverse analysis and the Random Finite Element Method is presented. 626 

It is shown, via the use of a synthetic dataset, that the method can be used to reduce 627 

the uncertainty  in calculated factors of safety and,  in general, reduce the calculated 628 

probabilities of  failure.  It  is anticipated  that  this may contribute significantly  to  the 629 

assessment of existing geotechnical infrastructure.   630 

The main workflow is to first make use of the hydraulic measurements (i.e. pore 631 

pressures)  to  directly  improve  the  estimation  of  local  hydraulic  conductivity  via 632 

inverse analysis. The updated hydraulic conductivity can generate better predictions 633 

of  the  seepage behaviour  in  the domain. Meanwhile, due  to  the  cross‐correlation 634 

between hydraulic parameters and strength parameters, the strength parameters (i.e. 635 

cohesion  and  friction  angle)  can  be  indirectly  updated  based  on  the  updated 636 

hydraulic  conductivity.  The  updated  predictions  of  both  seepage  behaviour  and 637 



 

30 

strength parameters are simultaneously  imported  into the slope stability analysis.  It 638 

is shown that the slope stability computation can not only be improved by the better 639 

prediction  of  the  seepage  behaviour  (i.e.  the  uncertainty  reduced),  but  also  be 640 

further  improved  by  cross‐correlating  the  hydraulic  and  strength  parameters.  This 641 

represents  an  improvement  from  previous  research  in  which  the  hydraulic 642 

parameters  were  updated  based  on  hydraulic  measurements  and  the  strength 643 

parameters were updated based on displacements. 644 

Extending  this method  to  include  time  dependency  is  proposed,  as  a  further 645 

step  to  further  reduce  uncertainty  in  predictions  and  reduce  the  amount  of 646 

measurement data points required. 647 
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Table 1. Scenarios for the sensitivity analysis of the cross‐correlation coefficients 

 

Scenario  Analysis   ୪୬௞,௖ߩ  ୪୬௞,ఝߩ  ௖,ఝߩ FOS  FOS 

1 

1 

‐0.5 

‐0.5 

0 

1.954  0.079 

2  ‐0.2  1.973  0.097 

3  ‐0.1  1.980  0.101 

4  0.2  2.002  0.108 

5  0.5  2.028  0.109 

2 

6  ‐0.3 

‐0.2  0 

1.983  0.103 

7  0  2.000  0.107 

8  0.3  2.020  0.107 

9  0.5  2.034  0.106 

3 

10  ‐0.5  ‐0.2  ‐0.5  1.996  0.062 

11  ‐0.5  ‐0.2  ‐0.2  1.982  0.085 
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Figure 1. Flowchart of the numerical approach. 
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Figure 2. Geometry of the illustrative example (dimensions in meters). 
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Figure 3. Initial and updated estimations of the logarithmic hydraulic conductivity, 

ln(k), field compared to the reference case (k in m/s): (a) Reference field of ln(k) in 

the foundation; (b) Initial estimation of ln(k) field (taken to be the mean of the 

ensemble); (c) Updated estimation of ln(k) field after inverse analysis (mean of the 

ensemble). 
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Figure  4.  Error  in  hydraulic  head  (in  meters)  based  on  the  initial  and  updated 

hydraulic conductivity fields relative to the reference hydraulic conductivity field: (a) 

Error between  reference and  initial hydraulic conductivity  fields;  (b) Error between 

reference  and  updated  hydraulic  conductivity  fields;  (c)  is  the  reference  pore 

pressure head field; (d) is the initial pore pressure head field; and (e) is the updated 

field. 
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Figure  5.  Locations  of measuring  points:  (a) measurement  point  locations  for  88 

observation points;  (b) measurement point  locations  for 44 observation points;  (c) 

measurement  point  locations  for  24  observation  points;  (d)  measurement  point 

locations  for  12  observation  points;  and  (e) mesh,  element  and  local Gauss  point 

numbering.   
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Figure 6. Comparison between the reference values, initial values and updated values 

of the local hydraulic conductivity at different EnKF iteration steps: (a) Comparison at 

step  1;  (b)  Comparison  at  step  5;  (c)  Comparison  at  step  50;  (d)  Gauss  point 

numbering against depth. 
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Figure  7.  RMSE  of  hydraulic  head  for  various  input measurement  error  variances. 

Solid  lines  represent  RMSE  values  with  only  the measurement  points  taken  into 

account and the dotted lines include all of the unknown hydraulic head values in the 

foundation layer. 
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Figure 8. RMSE for different ensemble sizes. 
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Figure 9. Probability distributions of the total inflow based on the initial and updated 

hydraulic conductivity fields, based on 500 realisations (ensemble members): (a) PDF 

of total inflow; (b) CDF of total inflow. 
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Figure  10.  Probability  distributions  of  FOS  based  on  the  initial  and  updated  pore 

pressure fields, based on 500 realisations: (a) PDF of FOS; (b) CDF of FOS. 
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Figure  11.  Probability  distributions  of  FOS  for  four  different  cases:  (a)  PDF  of  FOS 

( =‐0.5,  =‐0.2,  =0); (b) PDF of FOS ( =‐0.5,  =‐0.2,  =‐0.5); 

(c) CDF of FOS. 
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Figure 12. RMSE for different numbers of measurement points. 
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Figure 13. Inflow standard deviation against the number of measurement points.   
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Figure  14.  Fitted  normal  distributions  of  FOS  for  different  coefficients  of 

cross‐correlation:  (a)  Influence  of  ;  (b)  Influence  of  ;  (c)  Influence  of 

. 


